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Анотація. У статті наведено результати кінематичного аналізу маніпулятора 

методом Денавіта – Хартенберга. Структурна схема маніпулятора містить п’ять ланок 
поєднаних ротаційними кінематичними парами п’ятого класу. Кінематичний аналіз та 
математичне моделювання рухів маніпулятора проведено з використанням програмного 
середовища MathCad. Впровадження результатів кінематичного аналізу дозволяє на етапі 
проектування мінімізувати кількість ступенів рухливостей для заданого технологічного 
процесу, обрати приводи та передаточні механізми, розробити ефективні алгоритми 
керування. Це дозволить знизити масу конструкції та споживану енергію, що обумовлює 
підвищення продуктивності під час експлуатації маніпулятора. 

Ключові слова: маніпулятор, кінематика, матриця перетворень координат.  
Вступ. При проектуванні нових маніпуляторів, впровадженні 

автоматизації виробництва та здійсненні наукових досліджень потрібно 
проводити кінематичний аналіз маніпулятора. Вибір параметрів конструкції 
(форма та геометричні розміри ланок, конструкція кінематичних пар, типи 
приводів та передавальних механізмів і т.п.) обумовлює синтез траєкторії при 
виконанні умов досяжності та орієнтації полюсу схвату маніпулятора у 
вузлових точках. Такий підхід може знизити вартість і забезпечити 
конфігурації, які можуть бути недосяжні універсальним маніпуляторам при 
діях в існуючому обмеженому середовищі. Для кінематичного аналізу 
маніпуляторів широко використовуються різноманітні аналітичні та чисельні 
методи. Студентський проект Glove передбачає створення пристрою керування 
(електронної рукавички) для забезпечення дистанційного керування 
маніпулятором. При роботі над проектом Glove виникла необхідність створити 
програмне забезпечення для здійснення кінематичного аналізу маніпулятора на 
етапах проектування, впровадження та експлуатації. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. При створенні нових 
конструкцій маніпуляторів застосовуються автоматизовані методи генерації 
кінематичної схеми. У статті [1] генерація кінематичної структури базується на 
масштабованих приводних модулях шарнірів і модулях несучих плечей з 
перевіркою допустимого крутного моменту приводу та згинального моменту 
несучого елемента. Для генерації варіацій кінематичних структур 
використовується алгоритм оптимізації, базова вимога функції придатності — 
це здатність проходити задану траєкторію з певною орієнтацією інструменту. 
Представлені результати досліджень дозволяють оптимізувати загальну вагу 
роботизованої руки з приводами в шарнірах та споживання електроенергії для 
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певного завдання керування. 
У статті [2] представлено чотири різні алгоритми для генерації 

кінематичної схеми маніпулятора з використанням метода Денавіта-
Хартенберга. Два алгоритми дозволяють оптимізувати кінематичну схему для 
зменшення похибки позиціювання схвату у заданій позиції. Для двох інших 
алгоритмів критерієм оптимізації кінематичної схеми є  не лише похибка 
позиціювання а і орієнтація схвата. Запропоновані алгоритми оптимізації 
використовують сплайни Безьє, апроксимацію та векторну алгебру. Результати 
оцінюються шляхом вимірювання маніпулятивності та загальної довжини 
ланцюга кінематичних структур. 

Для ефективного проектування надобмежених механізмів кінематичний 
опис маніпулятора здійснюється за методом Денавіта-Хартенберга, а кути 
Ейлера використовуються для формування геометричних обмежень 
синтезованих механізмів з надмірними обмеженнями. Шляхом регулювання 
довжин ланок, кутів закручування і кутів з'єднання генеруються різні схеми 
конструкції надобмежених механізмів. Новизна дослідження [3] полягає в 
модуляризації надобмеженого механізму на два рухомих послідовних 
маніпулятора, схвати яких мають ідентичну траєкторію та орієнтацію. Таким 
чином, визначення геометричних обмежень надобмеженого механізму може 
бути перетворено в знаходження кутових параметрів, що описують орієнтацію 
цих двох послідовних маніпуляторів. Кутові параметри послідовних 
маніпуляторів можуть бути легко визначені за допомогою кутів Ейлера. 
Представлений метод може бути поширений на кінематичний синтез та аналіз 
більш просторових механізмів замкнутого циклу. 

Дослідження кінематики маніпулятора Comau NM45 у статті [4] містить 
розв’язання прямої та зворотної задач кінематики. Пряма задача кінематики 
вирішена методом Денавіта – Хартенберга. Для зворотної задачі кінематики 
маніпулятора використано підхід Піпера Використовуючи цей підхід, обернена 
кінематична задача розбивається на дві невеликі менш складні задачі. Це 
скорочує час кінематичного аналізу маніпулятора. Отримані аналітичні 
розв’язки було перевірено математичним моделюванням руху маніпулятора. 

Пряма та зворотна задачі кінематики роботів Scara T6 та UR10 в статті [5] 
розв’язані в Matlab по алгоритму Денавита-Хартенберга. Моделювання 
траєкторії виконано в Matlab. Запропоновано алгоритм синтезу траєкторій 
схвату маніпулятору з врахуванням координат початкової та кінцевої точки, 
максимальні швидкості и час руху.  

Звичайні методи розв’язання задач кінематики маніпулятора не ефективні 
для конструкцій з ланками складної геометричної форми. У дослідженні [6] для 
вирішення прямої задачі кінематики маніпулятора застосовано матриці 
перетворень Денавіта-Хартенберга. Для знаходження рівнянь положення схвата 
використовується матриця трансформації. Алгоритми ALO, PSO, GWO та SCA 
використовуються для прогнозування орієнтації та позиціювання схвату 
маніпулятора в робочому просторі. Похибка позиціювання (різниця між 
реальним та цільовим розташуванням) оцінюється за допомогою фітнес-
функції. Функція фітнесу використовувалася для знаходження обернених 
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кінематичних розв'язків шляхом зменшення похибки позиціювання положення 
полюсу схвата. 

У статті [7]  представлено набір алгоритмів синтезу кінематичних структур 
послідовних маніпуляторів з використанням множинних формулювань 
обмежень. Крім того, наведено порівняння продуктивності різних методів 
генерації кінематичної схеми: Денавіта-Хартенберга, добутку експоненціалів 
(гвинтів) та кутів Roll-Pitch-Yaw з параметрами трансляції. Наведені в [7] дані 
свідчать, що вибір методу проектування обмежень має значний вплив на 
успішність збіжності оптимізації. Вибір представлення має менший вплив на 
конвергенцію, але є відмінності в часі оптимізації та довжині спроектованих 
маніпуляторів. Крім того, найкращі результати досягаються при поєднанні 
декількох методологій.  

Оскільки аналітичні моделі, отримані на основі геометричного методу, 
теорії гвинтів або чисельних методів, передбачають наближення і вимагають 
більшої обчислювальної потужності, вони не доцільні для управління 
маніпулятором в реальному часі. У статті [8] продемонстровано доцільність 
використання штучного інтелекту для розв’язання зворотної задачі кінематики 
маніпулятора, особливо для складних геометрій ланок. Результати, отримані за 
допомогою алгоритмів машинного навчання та підходу Денавіта-Хартенберга, 
порівнюються з експериментальними результатами для оцінки їх 
продуктивності. Кінематичну модель для запропонованого прикладу 
конструкції маніпулятора отримано з використанням модифікованого підходу, 
кінематичні розв'язки отримано за допомогою алгоритму Левенберга-
Марквардта. Для передбачення наступної конфігурації маніпулятора 
застосовуються різні алгоритми прогнозування, такі як множинна лінійна 
регресія, багатовимірна поліноміальна регресія, опорний вектор, дерево рішень, 
випадкова лісова регресія та багатошарові мережі персептрона. Набір даних, 
необхідний для навчання мережі, генерується експериментально з 
використанням концепції маркерів ArUco. 

У статті [9] представлено результати проекту по створенню шарнірно-
зчленованого робота-маніпулятора з трьома ступенями рухливостей. Для 
визначення положення схвату вирішено пряму задачу кінематики з 
використанням методу Денавіта-Хартенберга. Зворотна задача кінематики має 
алгебраїчний розв'язок геометричним методом, заснований на 
тригонометричних формулах. Моделювання рухів маніпулятора здійснено з 
використанням програмного середовища MATLAB. Крім того, розроблена 
електронна схема системи керування маніпулятора з використанням 
мікроконтролера Arduino. 

Для забезпечення ефективного дистанційного керування маніпуляторами  
розробка алгоритмів, визначення номенклатури інформаційно-вимірювальних 
пристроїв та вибір каналів зв’язку здійснюється на основі результатів 
кінематичного та динамічного аналізу. У статті [10] представлені результати 
проектування регулятора точного положення для схвата маніпулятора. На 
першому етапі здійснено розв’язання прямої та зворотної задач кінематики 
маніпулятора методом Денавіта - Хартенберга. На другому етапі 



 

 Modern engineering and innovative technologies                                                                    Issue 30 / Part 1 

ISSN 2567-5273                                                                                                                                    www.moderntechno.de 22 

проаналізовано динаміку маніпулятора за загальним рівнянням Ейлера-
Лагранжа і формулою матриці Коріоліса. На третьому етапі запропоновано два 
закони управління положенням схвату маніпулятора з використанням PD - 
обчислювального контролеру крутного моменту (PD-CTC) і контролеру 
ковзного режиму (SMC). На четвертому етапі проведено чисельне моделювання 
рухів схвату маніпулятора  під керуванням запропонованих контролерів.  для 
робота-маніпулятора. 

Зниження крутних моментів у кінематичних парах дозволяє знизити 
спожиту енергію, а також збільшити термін експлуатації маніпулятора. У статті 
[11] запропоновано використання алгоритмів еволюційних обчислень для 
оптимізації траєкторій руху маніпулятора з метою зниження крутних моментів 
з'єднання. Дослідження кінематичних властивостей маніпулятора проведено за 
методом Денавіта-Хартенберга, аналіз динаміки маніпулятора - методами 
Лагранжа-Ейлера та Ньютона-Ейлера. Застосовано алгоритми оптимізації на 
основі штучного інтелекту: генетичний алгоритм з використанням випадкової 
та середньої рекомбінації, імітаційний відпал з використанням лінійної та 
геометричної стратегії охолодження та диференціальної еволюції. Методи 
порівнюються, і результати показують, що генетичний алгоритм забезпечує 
найкращі результати щодо мінімізації крутного моменту. 

Актуальність роботи обумовлена тим, що результати кінематичного 
аналізу є основою для створення, дослідження та вдосконалення маніпуляторів.  

Мета дослідження – оптимізація конструкції маніпулятора методом 
кінематичного аналізу. Перелік якісних критеріїв для оптимізації кінематичної 
структури залежить від галузі застосування маніпулятора. Найбільш поширені 
параметри оцінювання при оптимізації кінематичної структури маніпулятора, 
це: 1) мінімізація ступенів рухливостей для заданого технологічного процесу,  
2) робоча зона та межі досяжності полюса схвата, 3) перевірка на просторові 
зіткнення, 4) споживання енергії, 5) мінімізація маси. 

Об’єкт дослідження. Студентський проект Glove передбачає створення 
пристрою керування (електронної рукавички) для забезпечення дистанційного 
керування маніпулятором. Об’єктом керування обрано п’ятиланковий 
маніпулятор з ротаційними кінематичними парами 5-го класу (рис.1).  

 

 
Рисунок 1 – Розрахункова схема маніпулятора 

Авторська розробка 
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Матеріали та методи. Маніпулятор є відкритим кінематичним ланцюгом, 
жорсткі ланки якого з'єднані кінематичними парами п'ятого класу. Якщо 
кінематичний ланцюг не містить внутрішніх закритих контурів, то кількість 
кінематичних пар n визначає кількість ступенів рухливості маніпулятора. 
Положення кінематичного ланцюга маніпулятора визначається за допомогою 
узагальнених координат )...,2,1(),( nitqi = , що характеризують відносні рухи в 
кінематичних парах. Кінематичний аналіз маніпулятора містить наступні 
завдання:  

− перше завдання кінематики (пряма задача положення маніпулятора),  
− друге завдання кінематики (зворотна задача положення маніпулятора).  
Рішення зворотної задачі положення маніпулятора здійснюється як на 

стадії проектування, так і на стадії синтезу команд керування. Слід зазначити, 
що для маніпуляторів з великою кількістю ступенів рухливості задану позицію 
спеціальної точки Р (полюсу схвата) можна забезпечити декількома наборами 
узагальнених координат. Вибір оптимального рішення засновано на додаткових 
обмеженнях або критеріях якості. Кінематичний аналіз маніпулятора 
проводимо за методом Денавіта -Хартенберга. 

Маніпулятор переміщує схват з навантаженням (заготівка, інструмент, 
контрольні та вимірювальні пристрої) згідно з даним законом руху. Залежно від 
мети маніпулятора на різних ділянках траєкторії параметри навантаження 
можуть змінюватися: геометричні розміри, форма, розподіл маси. Ці 
особливості враховано на етапі складання математичної моделі, оскільки 
коефіцієнти диференціальних рівнянь є функціями узагальнених координат 
маніпулятора та залежать від закону руху та параметрів навантаження.  

Для кінематичний аналізу маніпулятора застосовано пакет прикладних 
програм Mathcad.  

Початкові умови. Кінематичний аналіз виконано за розрахунковою 
кінематичною схемою маніпулятора (рис. 1). Довжина кожної ланки у мм 
наведена на розрахунковій схемі (рис.1), щільність ланок маніпулятора ρ=1,5 
г/см3. Початкові положення ланок q10=0,25π рад, q20=0,25π рад, q30=0 рад, q40=0 
рад, q50=0.25π рад.  

З кожною ланкою маніпулятора зв’язана права система декартових 
координат Oxiyizi. Початок координат Oі розташовано в центрі шарніра. Одна з 
вісей координат спрямована з віссю шарніра, друга вісь координат направлена 
вздовж вісі симетрії ланки, третя вісь - доповнює праву систему [12]. Базова 
система координат пов’язана з нерухливою основою маніпулятора. Рух полюса 
схвата маніпулятора визначається зміною у часі узагальнених координат )(tqi , 
які є кутами обертання у кінематичних парах. Закон зміни узагальнених 
координат визначається параметрами виконавчих приводів. Припустимо, що 
реалізуються наступні закони зміни узагальнених координат: 

10
2

1 01.0025.0)( qtttq ++= ,      20
2

2 01.003.0)( qtttq +−−= ,  

30
2

3 01.003.0)( qtttq +−−= ,       40
2
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50
2

5 01.01.0)( qtttq ++= . 
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Результати досліджень та обговорення 
Перше завдання кінематики. За заданою кінематичною схемою  

маніпулятора та законами руху (законами змін узагальнених 
координатах 5...,1),( =itqi ) визначено положення особливої точки P (полюсу 
схвата) у базовій системі координат. Складено матриці перетворення 
координат: 
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Координати полюсу схвату в системі координат зв’язаній з п'ятою ланкою 
T

Pr )101300(5 =
 , а в  базовій системі координат  
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5 –ої ланки до 0 – го ланки (основи маніпулятора).  
Для обчислення швидкостей та прискорень полюсу схвата відносно базової 

системи координат скористаємося формулами:  
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Результати розв’язання прямої задачі кінематики з використанням пакету 
прикладних програм  Mathcad наведено на рис.2. 

 
Рисунок 2 – Результати розв’язання прямої задачі кінематики  

Авторська розробка 
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Результати математичного моделювання швидкості та прискорення 
полюсу схвату відносно базової системи координат наведено на рис. 3. 

 

  
Рисунок 3 – Моделювання швидкості та прискорення полюсу схвату 

відносно базової системи координат 
Авторська розробка 
 
За результатами математичного моделювання швидкостей та прискорень 

полюсу схвату можна обрано виконавчі приводи у кінематичних парах та 
передаточні механізми маніпулятора за умови забезпечення заданої траєкторії 
полюса схвату та зменшення споживаної енергії. 

Друге завдання кінематики. За відомою кінематичною схемою  
маніпулятора встановити набори значень узагальнених координат для 
забезпечення заданого положення та орієнтації полюсу схвата в базовій системі 
координат.  

Положення та орієнтацію полюсу схвата визначимо за допомогою трьох 
лінійних )(),(),( tztytx  та трьох кутових координат )(),(),( ttt γβα . Для 
обчислення  5...1),( =itq mi   скористаємось формулою 
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5 –ої ланки до 0 – го ланки (основи маніпулятора). Якщо врахувати, що для 
моменту часу mt  координати полюсу схвата дорівнюють 
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Таким чином, для вирішення другого завдання кінематики у загальному 
випадку потрібно для моменту часу mt  розв’язати систему нелінійних рівнянь 
виду (1).  
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Метод рішення системи рівнянь (1) залежить від кількості узагальнених 
координат в кінематичній схемі маніпулятора. Для розглянутої конструкції n 
=5. Якщо n <6, то рішення системи рівнянь (1) існує для обмеженого набору 
положень схвата. В цьому випадку робоча зона маніпулятора має обмеження. 
Система рівнянь (1) доповнена обмеженнями, ефективно вирішуються в 
середовищі Mathcad.  

Результати розв’язання зворотної задачі кінематики з використанням 
пакету прикладних програм  Mathcad наведено на рис.4. 

 
Рисунок 4 – Результати розв’язання зворотної задачі кінематики 

Авторська розробка 
 

За результатами кінематичного аналізу виконано оптимізацію конструкції 
маніпулятора (рис.4). 

 
Рисунок 4 – Схема конструкції маніпулятора  

Авторська розробка 
 

При опрацюванні конструкції маніпулятора визначено геометричну форму 
та розміри ланок маніпулятора з метою мінімізації маси. На основі аналізу 
швидкостей та прискорень обрано виконавчі приводи та передаточні механізми 
маніпулятора за умови зменшення споживаної енергії. Моделювання рухів 
маніпулятора дозволило визначити межі досяжності полюса схвата  
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Висновки. Проведення кінематичного аналізу маніпулятора виконано 
методом перетворення координат Денавіта - Хартенберга. Застосування пакету 
прикладних програм Mathcad дозволяє формалізувати процес розрахунку, 
знизити витрати часу та зменшити кількість помилок. Використання 
результатів кінематичного аналізу дозволило оптимізувати геометричні розміри 
ланок, обрати тип виконавчих приводів та передаточних механізмів. Це 
дозволить знизити масу конструкції та споживану енергію, що обумовлює 
підвищення продуктивності під час експлуатації маніпулятора. Створене 
програмне забезпечення буде у подальшому застосовано при розробці 
алгоритмів дистанційного керування маніпулятором.  
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Abstract. The article presents the results of the kinematic analysis of the manipulator using 

the Denavit-Hartenberg method. The structural diagram of the manipulator contains five links 
connected by rotary kinematic pairs of the fifth class. Kinematic analysis and mathematical 
modeling of the movements of the manipulator were carried out using the MathCad programming 
environment. Implementation of the results of kinematic analysis allows at the design stage to 
minimize the number of degrees of mobility for a given technological process, to choose drives and 
transmission mechanisms, to develop effective control algorithms. This will allow to reduce the 
weight of the structure and the energy consumed, which leads to an increase in productivity during 
the operation of the manipulator.  

Keywords: manipulator, kinematics, coordinate transformation matrix. 
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